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Przyktadem systematycznej syntezy bottom-up wyroczni dla
algorytmu Grovera (uzytego jako czes¢ algorytmu hybrydo-
wego dla problemu optymalizacji) jest znalezienie minimal-
nego zbioru zmiennych dla dowolnej funkcji boolowskiej
opisanej zbiorem mintermow (samples). Pierwsza czesc tego
algorytmu jest obliczana na klasycznym komputerze, a na-
stepnie ,konwersja POS—APN dla funkcji monotonicznej”
jest realizowana w algorytmie Grovera, co przynosi kwadra-
towe przyspieszenie. Funkcje monotoniczna opisuje réwna-
nie, w ktérym nie ma zanegowanych zmiennych.

Zajmiemy sie teraz szczegdtowq syntezg uktadu wyroczni.
Nasz algorytm moze by¢ prosto zaadaptowany do rozwia-
zania szeregu innych waznych probleméw, takich jak znaj-
dowanie prostych implikantéw funkcji boolowskiej czy roz-
wigzanie problemu pokrycia.

Sformutowanie problemu do rozwigzania

Dana jest funkcja boolowska f: {0,1}" — {0,1,x} posiadajaca n
zmiennych. Symbol x oznacza warto$¢ nieokreslong. Funkgja
ta moze by¢ kompletnie okreslona, ale najczesciej jest niezu-
petnie okredlona, czyli jest relacjg w sensie matematycznym,
co wystepuje zwhaszcza w uczeniu maszynowym. Problem mi-
nimalizacji liczby argumentéw polega na znalezieniu wszyst-
kich najmniejszych zbioréw argumentéw, od ktérych zalezy
ta funkcja. Chcemy zapisac te funkcje lub odpowiadajacy jej
zbidr regut w systemie ekspertowym przy uzyciu minimal-
nej liczby argumentéw. Metoda ta jest przydatna, gdy chce-
my maksymalnie zredukowa¢ pewne reprezentacje opisane
poczatkowo mintermami w sposéb daleki od minimalnego.
Funkcja opisana jest poczatkowo poprzez zbiér ON minter-
moéw prawdy i zbiér OFF mintermoéw fatszu na n zmiennych.

Zaproponowano wiele metod, bo rozwigzanie tego problemu
poprawia zaréwno metody syntezy logicznej, jak i uczenia ma-
szynowego i systemoéw ekspertowych. Znalezienie wszystkich
zbioréw zmiennych (atrybutéw, cech), od ktérych funkcja zale-
2y, pozwala poprawi¢ wiele innych czastkowych metod w pet-
nym procesie syntezy. Takie opisy sa fatwiejsze do zrozumienia
dla cztowieka, a takze pozwalaja unika¢ nadmiernego dopa-
sowania (overfitting), co jest wazne w uczeniu maszynowym.

Zacznijmy od klasycznego podejécia do rozwigzania tego
problemu dla funkgji binarnej (nasza metode mozna sto-
sunkowo tatwo uogalni¢ na zmienne wielowartosciowe).

Skonstruuj tablice, w ktérej wszystkie wiersze odpowia-
dajg mintermom ze zbioru OFF a kolumny odpowiadaja
mintermom ze zbioru ON.

Oblicz bit-po-bicie operacje EXOR na wszystkich parach
wektoréw binarnych minterméw z OFF z mintermami z ON.

Napisz wynikowe wektory binarne jako operacje LUB
odpowiednich zmiennych. Na kazdym przecieciu wiersza
i kolumny umie$¢ sume logiczng tych zmiennych, ktére od-
dzielaja dany minterm ON z kolumny od odpowiedniego
mintermu OFF z wiersza.

Po wypeieniu catej tablicy utworz formute KPN bedaca
funkcja logiczna | wszystkich terméw LUB z kratek tablicy.

Przetransformuj powyzsza formute KPN do réwnowaz-
nej minimalnej formuty APN. Klasycznie i teoretycznie moze
to by¢ zrobione na przyktad poprzez stopniowe wymnaza-
nie boolowskie razem z absorpcja produktéw tworzonych
w kazdym kroku. Mozna tez zastosowac program poszu-
kiwania. W tak utworzonej formule APN kazdy produkt
odpowiada minimalnemu zbiorowi zmiennych. Poniewaz
ten ostatni krok algorytmu jest NP-zupetny', rozwigzujemy
go z przyspieszeniem algorytmu Grovera. Nasz klasyczny
procesor hybrydowego systemu wywota wielokrotnie al-
gorytm Grovera ulokowany na komputerze kwantowym.

1 Konieczny, P, J6zwiak, L.: Minimal input support problem and algorithms to solve it. Eindhoven University of Technology Report
E. Fac. of Electrical Engineering, Eindhoven, 1995, Vol. 95-E-289.
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san"s Komentarz

Uzytkownik moze zweryfikowa¢ poprawnos¢ rezultatow
tego algorytmu poprzez zwijanie tablicy Karnaugha ze
wzgledu na wszystkie mozliwe kombinacje zmiennych,
ktére nie wystepuja w kazdym minimalnym zbiorze
zmiennych. Na przykfad dla funkcji pieciu zmiennych
f(a,b,c,d,e) poprawnos¢ minimalnego zbioru {a,b} wery-
fikujemy zwijajac (folding) tablice Karnaugha ze wzgle-
du na zmienne ¢, d i e, nie spotykajac sprzecznosci
i w rezultacie tworzac nowa funkcje fi(a,b), taka ze fi(a,b)
=f(a,b,c,d,e).

Pozyteczng metoda wstepnego przetwarzania jest uprosz-
czenie formuty poczatkowego KPN (punkt 2) przy wie-
lokrotnym uzyciu praw boolowskich; A.A = A; A. (A+B)
= Ai (A+B) - (A+B+C) = A+B. Zaczynamy zatem upraszcza-
nie od najkrétszych terméw LUB i usuwamy te, ktére je za-
wierajg. Omawiany problem jest NP [34], zatem wszystkie
optymalne algorytmy dla komputeréw klasycznych moga
by¢ stosowane jedynie do matych probleméw, podczas
kiedy obecnie zbiory danych ON, OFF moga by¢ olbrzymie.
Dla wigkszych probleméw klasyczne algorytmy moga by¢
tylko heurystyczne, a potrzebujg dtugiego czasu i duzej
pamieci, aby znalez¢ tylko niektére minimalne lub w przy-
blizeniu minimalne zbiory zmiennych suportujacych. Na-
tomiast przedstawiony tutaj petny algorytm znajduje
wszystkie rozwigzania i to w sposéb optymalny. Algorytm
Grovera daje kwadratowe przyspieszenie dla kroku opty-
malnej konwersji KPN do APN dla funkcji monotonicznych.

5 .a=_ Konkretny przyktad rozwigzania

Przeanalizujmy krok po kroku nasz algorytm. Zaktadamy, ze
funkcja boolowska reprezentowana jest przez tablice Karn-
augha o czterech zmiennych:

ab\cd 00 01 11 10
00 X X 1 X
01 1 X X 1
1 X X 0 X
10 0 X X 0

Rys. 1.Tablica Karnaugha dla niezupetnie okreslonej funkgcji czterech
zmiennych.

Krolk 1. Okreslone wartosci funkcji s 0 (OFF) oraz 1 (ON).
Przystepujemy do poréwnania minterméw tworzac tablice
z rys. 2. Komorki w tablicy na przecieciu minterméw OFF
i mintermdéw OFF tworzymy przy uzyciu pobitowej opera-
¢cji EXOR. Na przyktad minterm OFF 1111 z mintermem ON
0011 tworzy wektor 1100, co zapisujemy przez a+b.
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OFF\ON 0011 0100 0110
1111 a+b a+c+d a+d
1000 a+c+d a+b a+b+c
1010 a+d a+b+c a+b

Rys. 2. llustracja metody znajdowania wszystkich zmiennych separuja-
cych zmienne dla kazdej pary minterméw ON i OFF dla funkgji z rys. 1.
Minterm ON 1111 i minterm OFF 0011 s3 oddzielane od siebie zmienna
a lub zmienna b. Odpowiada to formule a+b, ktéra wystepuje w tablicy

na przecieciu wiersza 1111 i kolumny 0011.

Krok 2. Formuta KPN jest utworzona jako iloczyn logiczny
wszystkich terméw z komorek tablicy z rys. 2: (a+b)
- (a+c+d) - (a+d) - (a+c+d) - (a+b) - (a+b+c) - (a+d) - (a+b+c)
- (a+b).

Krok 3. Uzywajac praw boolowskich z algorytmu, formuta
zostaje uproszczona do (a+b).(a+d). W tym prostym dla ce-
16w dydaktycznych przyktadzie transformacja KPN -> APN
jest trywialna na podstawie algebry Boole’a: (a+b) - (a+d)
-a+ab+ad+bd-a+bd. W ostatniej formule znalezlismy, ze
funkcja boolowska z rys. 1 zalezy albo tylko od pojedynczej
zmiennej ze zbioru {a}, albo od dwdéch zmiennych ze zbioru
{b, d}. Funkcja ta ma zatem dwa minimalne zbiory suportu-
jace —{a}i{b,d}. Dla duzych funkgji, ktére moga miec tysigce
zmiennych, ta transformacja KPN do minimalnego APN jest
jako NP problem nierealizowalna klasycznie, co powoduje,
ze ten krok wykonywany jest w algorytmie Grovera na kom-
puterze kwantowym systemu hybrydowego.

Wyjasnijmy teraz, jak w systemie hybrydowym algorytm
Grovera jest wielokrotnie wywotywany ze zmodyfikowany-
mi wyroczniami w celu znalezienia wszystkich minimalnych
rozwigzan problemu.

E := Pierwsza wyrocznia dla algorytmu

Grovera

Aby znalez¢ minimalne zbiory suportujgce dla funkgji
z rys. 1, tworzymy sekwencje wyroczni dla problemu KPN
(a+b) - (a+d) do APN. Najpierw musimy zakodowac nasz pro-
blem jako problem binarny. Dla naszej wyroczni przestrzen
rozwigzan to zbidr wszystkich podzbioréw zbioru zmiennych
{a, b, ¢, d}. Niektore z tych podzbioréw to poszukiwane przez
nas rozwigzania problemu. Wszystkie rozwigzania naszego
problemu moga by¢ reprezentowane jako funkcja boolowska
na zmiennych g, b, ¢, d reprezentowana jako KPN. Kodujemy
nasz problem kodem ,one-hot’, wybrana zmienna a jest ko-
dowana jako 1000, wybrany zbiér {g, b, c} jest kodowany jako
1110 itd. Blok C zawiera, licznik kosztu” (liczbe zmiennych) oraz
komparator, ktére razem stuzg do wybierania tylko tych po-
tencjalnych rozwiazan o koszcie rbwnym wartosci Threshold.
Klasyczny procesor w systemie hybrydowym kompiluje i kon-
troluje pierwsza wyrocznie (rys. 3). Zaktada sie tu, ze istnieje
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Rys. 3. Pierwsza wyrocznia w sekwencji wyroczni dla rozwigzania problemu minimalnych zbioréw suportujacych dla funkgji binarnej z rys. 1

z minimalnym zbiorem zmiennych suportujacych {{a}, {b, d}}. KPN = (a+b) - (a+d) = 1@ (a'b’)’ - (a'd’)’ jest realizowana w bloku A. Bramki Hadamarda

u goéry z lewej nie naleza do wyroczni. Bramki te zostaty tu umieszczone dla celéw dydaktycznych, poniewaz stuza one jako generator wszystkich

podzbioréw zbioru {a,b,c,d} poprzez stworzenie superpozycji wszystkich liczb od 0 do 15. Ta pierwsza wyrocznia weryfikuje, czy istnieje rozwia-

zanie z kosztem 1, poniewaz warto$¢ ograniczenia Threshold zostata ustawiona na 1. Tablica Karnaugha pokazuje funkcje (a+b) - (a+d) opisang

przez 0 w kratkach tablicy. Grupa a, ktéra jest pierwszym rozwigzaniem, ilustruje jak wszystkie rozwigzania zawarte w a sg nastepnie zastepowane

przez 0. Po tym zastapieniu pozostaje jedynie iloczyn logiczny bd(a)’.

rozwigzanie o koszcie 1, poniewaz dwukubitowa liczba Thre-
shold na wejsciu do komparatora jest ustawiona na wartos¢ 1.
Nasza wyrocznia sprawdza, czy wartosci zmiennych wejscio-
wych spetniaja nastepujace dwa ograniczenia: A — ze KPN jest
spetniony, C - Ze liczba zmiennych w rozwiazaniu jest réwna
wartosci statej Threshold podanej na wejsciu.

Uktad wyroczni z rys. 3 nie jest kompletny ze wzgledu na
ograniczenia rozmiaru tego artykutu. Brakuje lustrzanego
odbicia uktadu odpowiadajacego blokom A i C ze wszyst-
kimi bramkami w odwrotnym porzadku. Zadaniem ukta-
du lustrzanego jest przywrdcenie poczatkowych wartosci
wszystkim kubitom réznym od kubitu wyjsciowego wyrocz-
ni. Dotyczy to zaréwno kubitéw zmiennych, jak i kubitow do-
datkowych (ancilla). Sa one przywracane do ich oryginalnych
wartosci w wyroczni tak, by wyjscie ostatniej petli Grovera
byto mierzone razem ze stanem wejsciowym kubitéw odpo-
wiadajacym zmiennym problemu. Ogdlnie ,uktad lustrzany”
jest skomponowany z lustra bloku C, po nim z lustra bloku B
(blok B i jego lustro nie istniejg w pierwszej wyroczni) i na-
stepnie z lustra bloku A. Kubit |k} jest rozwigzaniem wyrocz-
ni. W ogdlnosci ten kubit wyjsciowy zaznacza, ze wszystkie
ograniczenia blokéw A, B i C zostaty spetnione.

Blok A jest boolowskg funkcjg SAT w formie KPN. Kubit |i}
jest inicjalizowany do [1), aby zrealizowa¢ KPN (a+b) - (a+d)
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na podstawie twierdzenia DeMorgana z bramek Toffolie-
go i inwerteréw. Ten kubit rozpoznaje kazde rozwigzanie
danego KPN z superpozycji wejs¢. Jest on podany jako
jedno z trzech pomnozonych logicznie wejs¢ do bramki
Toffoliego po prawej, ktéra tworzy rozwigzanie catej wyrocz-
ni. Blok B nie istnieje w pierwszym wywofaniu algorytmu
Grovera i jest symulowany stafg 1, druga od géry, w globalnej
bramce iloczynu logicznego | po prawej (realizowanej przez
bramke Toffoliego). Blok ten bedzie reprezentowat modyfi-
kacje ograniczenn wyroczni w nastepnych wywotaniach al-
gorytmu Grovera. Jak juz wspominalismy, taka modyfikacja
wyroczni jest typowa dla probleméw optymalizacyjnych.

Blok C zawiera trzy liczniki i komparator réwnosci. Trzy licz-
niki zliczaja liczba zmiennych wejsciowych potrzebnych do
spetnienia funkcji KPN. Kazdy licznik dodaje 1, jesli odpowia-
dajaca mu zmienna wejsciowa kontrolujagca ma warto$¢ |1).
Komparator X=Y poréwnuje wyjscie ostatniego licznika
z wartoscig progowa Threshold, podana jako state wartosci
binarne kubitéw |n1) i [n2) na wejsciu do algorytmu Grove-
ra. Nastepnie bramka Toffoliego jest stosowana do wyjscio-
wego kubitu |k) kontrolowanego kubitami [iy, [1) i [jy. Jesli
wszystkie ograniczenia sa spetnione, kubit |ky przyjmuje
wartos¢ |1). Kubit ten zmienia faze kwantowa rozwiazania,
tak ze zaznaczane sg wszystkie elementy przestrzeni roz-
wiazan, ktore spetniajg wszystkie ograniczenia.




